
Vektoren
dVektoren als Abbildung von Punkten
Im folgenden Diagramm ist der eine Vektor ~v drei mal eingesetzt. Der Vektor ist ein Pfeil von einem An-
fangspunkt zu einem Endpunkt, z.B. vonA zuA0. Ein Vektor kann aber auch beliebig verschobenwerden,
d.h. der gleiche Vektor kann auch vom Punkt B zum Punkt B0 zeigen bzw. von C zu C 0.

Im Diagramm werden nicht nur die drei Punkte, sondern damit auch das Dreieck ABC zu A0B0C 0 ab-
gebildet. Beachte, dass es sich um das gleiche Dreieck handelt (Kongruenz). Es ist nur etwas nach oben
rechts verschoben (Abbildung des Vektors ~v).

Vektoren werden als solche gekennzeichnet, indem sie oben mit einem kleinen Pfeil versehen werden.
In der Literatur gibt es auch die Schreibweisen in fett oder mit einem Zirkumflex (”Dächlein”): v oder v̂

~v =

✓
3
1

◆

Zweidimensionale Vektoren haben zwei Komponenten für die Verschiebung in x-Richtung und die Ver-
schiebung in y-Richtung. Dreidimensionale Vektoren haben entsprechend noch eine dritte Komponente
für die Verschiebung in z-Richtung.

Vektoren sind eine Abbildung von einem Anfangspunkt zu einem Endpunkt. Vektoren haben
deshalb eine Richtung und eine Länge. Vektoren können mit den beiden Punkten angegeben
werden, d.h. ein Vektor, der vonA zuB zeigt, wird auch

��!
AB geschrieben, kann aber anschliessend

beliebig verschoben werden.

Die Komponenten des Vektors beschreiben die Verschiebung für jede Koordinate. Sie stehen über
einander in einer runden Klammer.

~v =

✓
vx
vy

◆
~w =

0

@
wx

wy

wz

1

A

Vektor aufgrund von zwei Punkten

Eine Abbildung von einem Punkt A(Ax, Ay) auf einen Punkt B(Bx, By) wird durch einen Vektor
beschrieben. Die Komponentenwerden durch Subtraktion der beidenPunktkoordinaten berechnet:
”Endpunkt minus Startpunkt”

��!
AB =

✓
Bx �Ax

By �Ay

◆
=

✓
vx
vy

◆
= ~v
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Rechnenmit Vektoren
Vektoren addieren
d

Beispiel

Berechne für die beiden folgenden Vektoren die Summen (~a+~b) und (~b+ ~a).

~a =

✓
1
2

◆
~b =

✓
�3
1

◆

d

Die Summe zweier Vektoren~a und~b ist selber wieder ein Vektor. Der Summenvektor wird gebildet,
indem die einzelnen Komponenten addiert werden.

✓
ax
ay

◆
+

✓
bx
by

◆
=

✓
ax + bx
ay + by

◆

Wie bei Zahlen ist auch hier die Addition kommutativ, d.h. die Reihenfolge spielt keine Rolle.

~a+~b = ~b+ ~a

Die beiden Vektoren~a und~b bilden einParallelogramm. Der Summenvektor (~a+~b) ist dieDiagonale
des Parallelogramms.
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Vektoren subtrahieren
dWenn wir z.B. den Vektor~b vom Vektor ~a subtrahieren müssen, benutzen wir den Gegenvektor von~b. So
können wir jederzeit aus einer Subtraktion wieder eine Addition machen, die wir ja kennen.

Für die Subtraktion von zwei Vektoren ~a�~b brauchen wir den Gegenvektor von~b, nämlich (�~b).
Wir addieren ~amit (�~b):

~a�~b = ~a+ (�~b)

Beispiel

Subtrahiere den Vektor~b von ~amit der grafischen Methode, d.h. finde (~a�~b).

d

Beispiel

Berechne die Differenz (~a�~b) und stelle sie grafisch dar.

~a =

✓
2
0

◆
, ~b =

✓
0
�1

◆

d
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Vektor mit einem Skalar multiplizieren
d

Nehmen wir einen Vektor und addieren ihn dreimal, so entsteht das Dreifache des Vektors:

~a+ ~a+ ~a = 3 · ~a

Die Richtung des Vektors ~a wird beibehalten. Die Länge wird verdreifacht.

~a+ ~a+ ~a =

✓
ax
ay

◆
+

✓
ax
ay

◆
+

✓
ax
ay

◆
=

✓
ax + ax + ax
ay + ay + ay

◆
=

✓
3 · ax
3 · ay

◆

3 · ~a =

✓
3 · ax
3 · ay

◆

Wir können das jetzt auch verallgemeinern mit dem Faktor k:

k · ~a = k ·
✓
ax
ay

◆
=

✓
k · ax
k · ay

◆

Wird ein Vektor ~v mit einer Zahl (Skalar) multipliziert, so multipliziert sich jede Komponente des
Vektors mit dieser Zahl.

k · ~v =

✓
k · vx
k · vy

◆

Der Vektor wird k-fach verlängert. Ist der Betrag von k kleiner eins, so wird der Vektor entsprechend
verkürzt. Ein negatives k kehrt die Richtung des Vektors um.

Multiplizierenwirmit einem negativen Faktor k < 0, kehrenwir die Richtung um.Mit demFaktor k = (�1)
erhalten wir den Gegenvektor mit der umgekehrten Richtung, aber gleichen Länge. Für das Beispiel von
oben wäre das:

~a =

✓
1
1

◆
! (�~a) = (�1) · ~a =

✓
�1
�1

◆

Mit k = (�2) wäre die Richtung umgekehrt und die Länge verdoppelt etc.
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Kollineare Vektoren
d

Zwei Vektoren heissen kollinear, wenn sie zu einander parallel sind:

• beide haben die gleiche Richtung, oder

• sie sind exakt entgegengesetzt gerichtet

Wir können die Vektoren in eine gemeinsame Gerade g verschieben.

Beispiel

Die folgenden Vektoren liegen alle auf der Würfeloberfläche. Welche sind miteinander kollinear?

d

Wenn zwei Vektoren ~v und ~w kollinear sind, gibt es einen Faktor k, so dass

~v = k · ~w

Bei gleich gerichteten Vektoren ist k positiv. Entgegengesetzte kollineare Vektoren haben ein ne-
gatives k.
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Rechnen mit Vektoren (5031)

Aufgabe 1



Vektorgeometrie 5031

Rechnenmit Vektoren

Aufgabe 1 Stelle Vektoren auf, die von einem Punkt zu einem anderen führen. Finde dann
einen zweiten identischen Vektor, der zwei andere Punkte verbindet. Finde auf diese Weise 9
Vektorpaare. Schreibe deren Namen und Komponenten auf.

Aufgabe 2 Gegeben sind die sieben Punkte A bis G.

a) Lese die Koordinaten der sieben Punkte aus der Skizze ab.

b) Bestimme die Komponenten der folgenden Vektoren:
��!
AB,

�!
AC ,

��!
DE,

��!
FE und

��!
CG

c) Welche dieser Vektoren sind parallel? Welche sind gar identisch?
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Aufgabe 3

a) Zeichne die folgenden Vektoren in einem Koordinatensystem.

~a =

✓
2
3

◆
, ~b =

✓
4
�1

◆
, ~c =

✓
�1
�5

◆

b) Berechne die Komponenten des Vektors ~v und führe die Addition grafisch aus.

~v = ~a+~b� ~c

c) Bestimme den Vektor ~d.
~a+~b+ ~d = 2~v

d) Zeige algebraisch und ohne mit den Vektorkomponenten zu arbeiten, dass ~v = ~c+ ~d.

Aufgabe 4 Beweise grafisch, dass das sog. Assoziativgesetz auch für Vektoren gilt:

(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c)

Aufgabe 5 Gegeben sind die folgenden Vektoren:

~a =

✓
3
6

◆
, ~b =

✓
4
�2

◆
, ~c =

✓
5
8

◆

Berechne die neuen Vektoren ~v, ~w und ~z:

a) ~v =
1

3
~a+

1

2
~b

b) ~w =
1

4
(~a�~b)� 2

3
(~c� 2~b)

c) 2(~z � ~a) + ~c = ~c�~b
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